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Re�sume�

On e�tudie analytiquement et nume�riquement la convection naturelle thermosolutale dans une couche poreuse verticale
soumise a� des ~ux de chaleur et de masse uniformes[ On utilise le mode�le de Brinkman et on conside�re la situation
particulie�re ou� les forces de volume thermiques et solutales sont oppose�es et de me¼me intensite�[ Une solution analytique\
base�e sur l|hypothe�se d|un e�coulement paralle�le\ est de�veloppe�e pour des rapports de forme A de la matrice poreuse
su.samment e�leve�s[ Les nombres de Rayleigh critiques au dela� desquels les mouvements convectifs sont possibles sont
de�termine�s analytiquement en fonction des nombres de Lewis Le et de Darcy Da[ Les re�sultats pre�sente�s couvrent les
gammes suivantes] 9³RT³092\ 9³Le³092 et 9³Da³09[ Les re�sultats du mode�le de Darcy et ceux du milieu ~uide
"Pr−9[4# sont correctement pre�dits par le mode�le de Brinkman respectivement pour les faibles et grands nombres de
Darcy Da[ L|e�tude nume�rique n|a permis d|obtenir que les solutions monocellulaires malgre� la multiplicite� des solutions
de�montre�e analytiquement[ Þ 0888 Elsevier Science Ltd[ All rights reserved[

Abstract

Analytical and numerical study of double!di}usive natural convection in a Brinkman porous layer

Thermosolutal natural convection in a vertical porous layer submitted to uniform ~uxes of heat and mass is studied
analytically and numerically[ The Brinkman model is used in the particular situation where the solutal and thermal
volumetric forces are opposite and equal[ The analytical solution\ based on the parallel ~ow approximation\ is developed
for su.ciently high values of the aspect ratio A of the porous matrix[ The critical Rayleigh numbers above which
convective ~ows are possible are predicted analytically as function of the Lewis Le and Darcy Da numbers[ The results
presented here cover the following ranges] 9³RT³092\ 9³Le³092 and 9³Da³09[ The limiting results of the Darcy
model and those of the ~uid medium "Pr−9[4# are correctly predicted by the Brinkman model respectively for weak
and high values of Da[ Only monocellular solutions have been obtained numerically despite the multiplicity of solutions
demonstrated analytically[ Þ 0888 Elsevier Science Ltd[ All rights reserved[

Nomenclature

A rapport de forme\ H?:L?
D di}usivite� massique
Da nombre de Darcy\ K:L?1

` acce�le�ration de la pesanteur

� Corresponding author[

H? hauteur de la couche
j? ~ux de masse "par unite� d|aire#
K perme�abilite� du milieu poreux
L? e�paisseur de la couche
Le nombre de Lewis\ a:D
N rapport des forces de volume\ bSDS?:bTDT ?
Nu nombre de Nusselt\ e�quation "7#
Pr nombre de Prandtl\ a:n
q? ~ux de chaleur "par unite� d|aire#
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RS nombre de RayleighÐDarcy solutal\ RT Le N
RT nombre de RayleighÐDarcy thermique\
`bTKq?L?1:lan

RTC valeur critique de RT

RTF nombre de Rayleigh thermique pour un ~uide\
RT:Da
RTFC valeur critique de RTF

S concentration adimensionnelle\ "S?−S?
9#:DS?

Sh nombre de Sherwood\ e�quation "8#
DS? concentration caracte�ristique\ j?L?:D
t temps adimensionnel\ t?a:L?1:s
T tempe�rature adimensionnelle\ "T ?−T?9#:DT ?
"u\ v# vitesses adimensionnelles dans les directions
"x\ y#^ "u?L?:a\ v?L?:a#
"x\ y# coordonne�es adimensionnelles\ "x?:L?\ y?:L?#[

Symboles `recs
a di}usivite� thermique
bS coe.cient d|expansion massique
bT coe.cient d|expansion thermique
DT? tempe�rature caracte�ristique\ q?L?:l
o porosite� normalise�e\ o?:s
o? porosite� du milieu poreux
l conductivite� thermique
n viscosite� cine�matique du ~uide
r masse volumique du ~uide
ra masse volumique adimensionnelle locale du
~uide\ ð"r−r9#:r9bTDT Ł � "S−T#
"rc#f chaleur spe�ci_que du ~uide
"rc#p chaleur spe�ci_que du milieu poreux
s rapport des chaleurs spe�ci_ques\ "rc#p:"rc#f
C fonction de courant adimensionnelle\ C?:a
V vorticite� adimensionnelle\ V?L?1:a[

Indices
ext valeur extre�male
max valeur maximale
min valeur minimale
S solutal
T thermique
9 e�tat de re�fe�rence[

Exposant
? variable dimensionnelle[

0[ Introduction

La convection naturelle induite par des variations spa!
tiales combine�es de tempe�rature et de concentration est
commune�ment appele�e double di}usion ou convection
thermosolutale[ Compare�e a� la convection purement
thermique\ elle reste moins documente�e malgre� l|inte�re¼t
pratique de ce phe�nome�ne dans diverses applications en
inge�nierie[ On peut citer par exemple la di}usion des
contaminants dans les sols avoisinant les eaux pollue�es\

le se�chage des produits agricoles et pharmaceutiques\ la
di}usion des substances radioactives dans les de�po¼ts
souterrains re�serve�s aux de�chets nucle�aires\ la di}usion
des e�le�ments chimiques dans les lits poreux re�actifs "gaze�!
i_cation du charbon#\ le refroidissement par e�vaporation
des syste�mes a� haute tempe�rature\ etc[ [ [

La plupart des e�tudes mene�es sur la convection nat!
urelle thermosolutale induite dans des milieux poreux
con_ne�s sont relatives a� des cavite�s rectangulaires[ Parmi
ces e�tudes\ on peut mentionner l|investigation nume�rique
de Trevisan et Bejan ð0Ł relative a� une cavite� carre�e por!
euse avec des parois verticales maintenues a� des tem!
pe�ratures et des concentrations constantes et des parois
horizontales adiabatiques et imperme�ables[ Une analyse
des ordres de grandeur a e�te� e�galement utilise�e pour trai!
ter ce proble�me dans les cas limites des e�coulements
entra(¼ne�s par les e}ets thermiques ou massiques[ Les
re�sultats de cette analyse ont e�te� trouve�s en accord avec
les calculs nume�riques[ Bien que le repos soit une solution
exacte pour le proble�me dans le cas ou� les forces de
convections thermiques et massiques sont e�gales et engen!
drent des e}ets oppose�s\ il a e�te� trouve� que l|e�coulement
du ~uide e�tait possible au dela� d|un certain nombre de
Rayleigh critique quand Le�0[ Cependant\ le mou!
vement du ~uide dispara(¼t comple�tement pour Le�0[
Les re�sultats trouve�s par Charrier!Mojtabi et al[ ð1Ł et
Gobin et Bennacer ð2Ł\ en e�tudiant respectivement la con!
vection thermosolutale dans des cavite�s poreuses et
~uides\ soumises a� des conditions aux limites identiques
a� celles de�crites dans la re�fe�rence ð0Ł\ sont en accord avec
ces observations[ En e}et\ ces auteurs ont montre� qu|il
existe une valeur critique du nombre de Rayleigh au
dela� de laquelle les mouvements convectifs sont possibles
lorsque les forces thermiques et massiques sont oppose�es
et posse�dent des intensite�s e�gales[ La valeur critique du
nombre de Rayleigh tend vers l|in_ni quand Le tend
vers 0[ Shyy et Chen ð3Ł ont de leur part montre� que le
mouvement convectif est possible dans le cas ou� les e}ets
thermiques et massiques sont oppose�s me¼me si les forces
de volume correspondantes sont e�gales[ Trevisan et Bejan
ð4Ł ont de leur co¼te� e�tudie� analytiquement et nume�rique!
ment la convection naturelle thermosolutale dans une
cavite� poreuse rectangulaire dont les faces verticales sont
soumises a� des ~ux de chaleur et de masse uniformes
et celles horizontales sont conside�re�es adiabatiques et
imperme�ables[ Une solution analytique a e�te� pre�sente�e
en re�gime de couche limite pour Le�0[ Par contre\ une
me�thode de similitude a e�te� utilise�e pour Le×0 dans le
cas d|un e�coulement doublement di}usif domine� par les
e}ets thermiques[ Toujours en conside�rant des e}ets
dominants de la tempe�rature sur l|e�coulement\ Trevisan
et Bejan ð5Ł ont e�tudie� la convection thermosolutale indu!
ite dans une cavite� rectangulaire chau}e�e par le bas en
imposant des tempe�ratures et des concentrations sur les
parois horizontales[ Rosenberg et Spera ð6Ł ont e�tudie�
nume�riquement la convection thermosolutale en re�gimes



A[ Amahmid et al[ : Int[ J[ Heat Mass Transfer 31 "0888# 1880Ð2994 1882

transitoire et stationnaire dans une cavite� poreuse carre�e
chau}e�e par le bas et soumise a� des conditions aux limites
massiques et a� des perturbations initiales varie�es[ Re�cem!
ment\ Alavyoon ð7Ł a reconside�re� la con_guration e�tudie�e
par Trevisan et Bejan ð4Ł et il a propose� des solutions
analytique et nume�rique dans le cas ou� les forces de
volume thermiques et solutales coope�rent[ Une analyse
d|e�chelle a e�te� e�galement applique�e au proble�me en con!
side�rant des e�coulements de type couche limite[ La solu!
tion analytique de�veloppe�e est base�e sur l|hypothe�se d|un
e�coulement paralle�le et elle a e�te� trouve�e en bon accord
avec les calculs nume�riques quand le rapport de forme
devient assez e�leve�[ Ces auteurs ont montre� aussi dans
cette e�tude qu|un choix inapproprie� des conditions dans
la zone centrale de la cavite� est la cause de la restriction
de la validite� de la solution analytique de�veloppe�e par
Trevisan et Bejan ð4Ł uniquement au cas Le�0[ Le me¼me
proble�me a e�te� repris par Alavyoon et al[ ð8Ł dans le cas
ou� les forces de volume thermiques et solutales ont des
e}ets oppose�s[ Ils ont montre� que pour une combinaison
donne�e des parame�tres de contro¼ le\ le proble�me peut
avoir plusieurs solutions[ Par ailleurs\ il a e�te� montre� qu|il
est possible d|obtenir une solution fortement convective
me¼me dans le cas ou� les forces de volume thermiques et
solutales sont e�gales\ sachant que pour cette situation
particulie�re le repos est une solution exacte du proble�me[
Mamou et al[ ð09Ł ont e�tudie� nume�riquement la double
di}usion dans une cavite� poreuse de forme carre�e en
imposant les me¼mes conditions aux limites que celles
conside�re�es dans la re�fe�rence ð4Ł[ Ils ont montre� que pour
une me¼me combinaison des parame�tres\ le proble�me peut
avoir plusieurs solutions quand les forces thermiques et
massiques sont oppose�es[ Ces auteurs ð00Ł ont aussi e�tudie�
nume�riquement et analytiquement la convection nat!
urelle thermosolutale dans une couche poreuse incline�e
soumise\ sur ses longs co¼te�s\ a� des ~ux de chaleur et de
masse uniformes[ La solution analytique a e�te� de�veloppe�e
en se basant sur l|hypothe�se d|un e�coulement paralle�le
dans la re�gion centrale de la cavite�[ Un bon accord a e�te�
observe� entre les re�sultats obtenus par les deux me�thodes[
Les nombres de Rayleigh critiques correspondant a� l|ap!
parition des mouvements convectifs ont e�te� e�galement
de�termine�s dans le cas limite d|une couche horizontale[

Il convient de noter que la plupart des e�tudes con!
cerne�es par la double di}usion dans les milieux poreux
sont re�alise�es en utilisant le mode�le de Darcy qui ne prend
pas en conside�ration la condition de non glissement sur
les frontie�res solides[ C|est pourquoi on s|est inte�resse�
dans la pre�sente e�tude au mode�le de Brinkman qui permet
de satisfaire pleinement la condition de non glissement
sur les parois solides en raison des termes de di}usion
visqueux pre�sents dans les e�quations correspondant a� ce
mode�le[ Ce dernier a e�te� utilise� par Tong et Subramanian
ð01Ł pour e�tudier la convection naturelle thermique dans
une cavite� rectangulaire avec des parois horizontales
adiabatiques et des parois verticales maintenues a� des

tempe�ratures constantes[ Les e�quations de la couche lim!
ite ont e�te� re�solues par la me�thode d|Oseen modi_e�e[ En
examinant l|in~uence de la condition de non glissement
du ~uide sur les parois solides de la cavite�\ ils ont trouve�
que l|e�coulement peut e¼tre caracte�rise� par le parame�tre
E�R Da:A[ Dans cette expression\ R\ Da et A de�signent
respectivement le nombre de Rayleigh\ le nombre de
Darcy et le rapport de forme de la cavite�[ Ainsi\ pour des
faibles valeurs de E "E³09−3# les re�sultats du mode�le de
Darcy concordent bien avec ceux du mode�le de Brinkman
avec une di}e�rence infe�rieure a� 0)[ Par contre\ pour des
valeurs e�leve�es de E\ le taux de transfert de chaleur a e�te�
trouve� nettement infe�rieur a� celui pre�dit par le mode�le de
Darcy[ Ils ont constate� aussi que le fait de satisfaire la
condition de non glissement du ~uide dans le mode�le de
Brinkman permet d|obtenir des pro_ls de vitesse plus
proches de la re�alite� physique[ Ce me¼me proble�me a e�te�
conside�re� ensuite par Lauriat et Prasad ð02Ł[ Leur e�tude
a montre� qu|au dela� de Da�09−4\ les champs de vitesse
et de tempe�rature sont signi_cativement modi_e�s\ les
re�gimes d|e�coulement sont de�cale�s et les taux de transfert
de chaleur sont re�duits[ Le mode�le de Brinkman a e�te�
e�galement adopte� par Vasseur et Robillard ð03Ł pour
e�tudier analytiquement et nume�riquement la convection
naturelle thermique dans la con_guration pre�ce�dente en
imposant un ~ux de chaleur uniforme au niveau des
parois verticales[ Ils ont trouve� que l|e}et des frontie�res
solides sur l|e�coulement et le transfert de chaleur est non
ne�gligeable quand les nombres de Darcy sont e�leve�s[
Dans les limites des grands et faibles nombres Da\ leurs
re�sultats co(�ncident respectivement avec ceux d|un milieu
~uide pur et du mode�le de Darcy[ Le mode�le de Brinkman
a e�te� aussi utilise� par Vasseur et Robillard ð04Ł pour
e�tudier la convection naturelle induite dans une couche
poreuse horizontale[ Di}e�rentes conditions aux limites
hydrodynamiques ont e�te� impose�es sur les parois supe�r!
ieure et infe�rieure de la couche[ Leurs re�sultats ana!
lytiques concordent bien avec ceux limites du milieu ~uide
et du mode�le de Darcy respectivement quand Da:¦�
et Da:9[ Plus re�cemment\ Goyeau et al[ ð05Ł ont adopte�
le mode�le de Brinkman pour e�tudier la convection nat!
urelle thermosolutale au sein d|une cavite� rectangulaire
poreuse en maintenant constantes les tempe�ratures et les
concentrations sur ses parois verticales[ Cette e�tude a
montre� que l|augmentation du nombre de Darcy conduit
a� des comportements convectifs nettement di}e�rents de
ceux caracte�ristiques du re�gime de Darcy[

La pre�sente investigation est une contribution a� l|en!
richissement des connaissances relatives aux proble�mes
de la double di}usion dans les milieux poreux[ On e�tudie
analytiquement et nume�riquement la convection ther!
mosolutale dans une cavite� poreuse verticale de grand
rapport de forme[ Le mode�le de Brinkman est utilise� a_n
de prendre en conside�ration l|e}et du nombre de Darcy
sur les e�coulements du ~uide et les transferts thermiques
et massiques[ On s|inte�resse particulie�rement au cas ou�
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les forces de volume thermiques et solutales sont oppose�es
et de me¼me intensite�[ Les nombres de Rayleigh critiques
caracte�risant l|apparition des mouvements convectifs
sont calcule�s analytiquement en fonction des nombres de
Lewis Le et Darcy Da[

1[ Con_guration e�tudie�e et mode�le mathe�matique

Le proble�me e�tudie� est pre�sente� sur la _gure 0[ Il s|agit
d|une couche poreuse de Brinkman de hauteur H? et de
largeur L? dont les faces verticales sont soumises a� des
~ux de chaleur q? et de masse j? "par unite� de surface#[
Les faces horizontales sont adiabatiques et imperme�ables[
On suppose que les variations de la masse volumique en
fonction de la tempe�rature et de la concentration
sont de�crites par l|e�quation d|e�tat ðr�
r9"0−bT"T ?−T?9#−bS"S?−S?9##Ł[ En prenant les vari!
ables adimensionnelles suivantes] "x\ y#�"x?:L?\ y?:L?#\
"u\ v\ C#�"u?L?:a\ v?L?:a\ C?:a#\ t�t?a:L?1s\ "T\ S#�
ð"T ?−T?9#:DT ?\ "S?−S?9#:DS?Ł "ou� T?9 et S?9 sont la tem!
pe�rature et la concentration a� l|origine du syste�me
de coordonne�es et DT ? � q?L?:l et DS? � j?L?:D des
di}e�rences de tempe�ratures et de concentrations car!
acte�ristiques respectivement#\ les e�quations de con!
servation de�crivant les phe�nome�nes de transfert au sein
de la cavite� s|e�crivent sous la forme

91C�Da 93C−RT0
1T
1x

¦N
1S
1x 1 "0#

1T
1t

¦u
1T
1x

¦v
1T
1y

�91T "1#

o
1S
1t

¦u
1S
1x

¦v
1S
1y

�
0
Le

91S "2#

u�
1C
1y

^ v�−
1C
1x

[ "3#

En termes adimensionne�s les conditions frontie�res pour
le syste�me conside�re� dans la pre�sente e�tude sont

Sur les faces verticales en x�20:1

1C
1x

�C�9
1T
1x

�
1S
1x

�0[ "4#

Sur les faces horizontales en y�2A:1

1C
1y

�C�
1T
1y

�
1S
1y

�9[ "5#

Les parame�tres adimensionnels appara(¼ssant dans les
e�quations et les conditions aux limites sont

RT�"`bTKq?L?1#:"lan# Le�a:D

N�bsDS?:bTDT? Da�K:L?1

A�H?:L? o�o?:s "6#

ou� RT et Le repre�sentent respectivement le nombre de
Rayleigh et le nombre de Lewis[ Da de�signe le nombre

de Darcy\ N correspond au rapport des forces de volume
et o est la porosite� modi_e�e du milieu poreux[ Le par!
ame�tre A repre�sente le rapport de forme de la cavite�[

Comme nous nous inte�ressons essentiellement au
transfert de chaleur et de masse\ nous les exprimons
respectivement par les grandeurs adimensionne�es suiv!
antes

Nu �
q?L?:l

DT?
�

0

T0
0
1

\ 91−T0
−0
1

\ 91
"7#

Sh �
j?L?:D

DS?
�

0

S0
0
1

\ 91−S0
−0
1

\ 91
"8#

ou� DT? � ðT?"L?:1\ 9#−T ?"−L?:1\ 9#Ł et DS? � ðS?"L?:1\
9#−S?"−L?:1\ 9#Ł repre�sentent respectivement les di}e�r!
ences de tempe�rature et de concentration entre les deux
parois verticales[ Ces di}e�rences sont e�value�es arbi!
trairement a� mi!hauteur de la cavite� car\ comme on le
montrera par la suite\ elles sont inde�pendantes de l|al!
titude y[

2[ Solution analytique

On conside�re dans cette section une solution analytique
des e�quations "0#Ð"3#\ soumises aux conditions aux lim!
ites "4# et "5#\ pour le cas particulier ou� les forces de
volume engendre�es par les champs de tempe�rature et de
concentration sont e�gales et oppose�es "N�−0#[ Dans
la limite d|une cavite� de grande extension "A�0# le
proble�me se simpli_e conside�rablement avec l|hypothe�se
d|un e�coulement paralle�le pour lequel on a

C"x\y#�C"x#\ T"x\y#�CTy¦uT"x#\

S"x\y#�CSy¦uS"x#[ "09#

Cette approximation a e�te� de�duite par Cormack et al[
ð06Ł\ sur la base de la the�orie des de�veloppements
asymptotiques\ dans le cas d|une couche ~uide hor!
izontale de grande extension[ Dans le cas de la convection
naturelle thermosolutale au sein d|une cavite� verticale\
ce type d|approximation a e�te� utilise� avec succe�s par
Alavyoon ð7Ł et Mamou et al[ ð00\ 07Ł[

Les e�quations "0# a� "2# deviennent]

d1C
dx1

�Da
d3C
dx3

−RT0
1uT

1x
−

1uS

1x 1 "00#

−CT

dC
dx

�
d1uT

dx1
"01#

−CS

dC
dx

�
0
Le

d1uS

dx1
[ "02#

Les e�quations "01# et "02# avec les conditions aux limites
"4# et "5# donnent]
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duT

dx
�−CTC¦0 "03#

duS

dx
�−Le CSC¦0[ "04#

En utilisant les e�quations "03# et "04#\ "00# devient]

d1C
dx1

�Da
d3C
dx3

−RT"Le CS−CT#C[ "05#

En fait\ une e�tude pre�liminaire a montre� que la condition]

RT"Le CS−CT#×9 "06#

est ne�cessaire pour avoir une solution autre que le repos[
On pose]

v1�RT"Le CS−CT#[ "07#

En cherchant une solution de la forme] C"x#�exp"lx#\
la solution ge�ne�rale peut e¼tre mise sous la forme]

C"x#�Cc "cos"l1x#−a9 cosh"l0x## "08#

ou� la valeur de Cc reste a� de�terminer et

l0�Xz0¦3 Da v1¦0
1 Da

\ l1�Xz0¦3 Da v1−0
1 Da

[

"19#

Les conditions aux limites sur C et sa de�rive�e en x�20:1
imposent]

a9�
cos"l1:1#
cosh"l0:1#

"10#

l0 tanh"l0:1#�−l1 tan"l1:1#[ "11#

La re�solution nume�rique de l|e�quation "11# permet de
de�terminer les constantes l0\ l1 et v[ Elles ne de�pendent
que de Da et elles sont relie�es par les relations]

l1
0�l1

1¦
0

Da
"12#

v1�l1
1"Da l1

1¦0#[ "13#

L|analyse graphique de la relation "11# montre l|existence
d|un nombre in_ni de solutions[ On montre facilement
que l1 ve�ri_e]

"1n¦0#p³l1³"1n¦1#p "14#

ou� n est un nombre entier[
De plus pour chaque valeur de n\ on a une seule valeur

de l1 "donc un triplet "l0\ l1\ v# unique# solution de "11#[
Les solutions ve�ri_ant "14# seront note�es par la suite de
type n[ Un traitement graphique de la relation "08# mon!
tre que les solutions de type n sont constitue�es de "1n¦0#
cellules[ L|e�coulement monocellulaire correspond ainsi a�
n�9[ Notons que l|ine�galite� "14# indique aussi que les
constantes l0\ l1 et v augmentent avec n donc avec le
nombre de cellules constituant l|e�coulement[

La vitesse s|exprime par]

v"x# � Cc "l1 sin"l1x#¦a9l0 sinh"l0x##[ "15#

On utilise les relations "03# et "04# pour de�terminer T et
S]

T"x#�CTy¦x−CTCc$
sin"l1x#

l1

−a9

sinh"l0x#
l0 % "16#

S"x#�CSy¦x

−CS Le Cc$
sin"l1x#

l1

−a9

sinh"l0x#
l0 %[ "17#

Pour la de�termination des constantes CT et CS\ on tient
compte du fait que les quantite�s de chaleur et de masse
traversant la section horizontale sont nulles ð4Ł]

g
0:1

−0:10vT−
1T
1y 1 dx�9 "18#

g
0:1

−0:10vS−
0
Le

1S
1y 1 dx�9[ "29#

Il est a� noter que les e�quations "18# et "29# re�sultent des
conditions aux limites de type Neuman impose�es sur les
parois de la cavite� pour la tempe�rature et la concen!
tration[

En substituant les e�quations "15#Ð"17# dans les e�qua!
tions "18# et "29# on peut montrer facilement que]

CT�
a1Cc

0¦a0C1
c

"20#

CS�
a1 Le Cc

0¦a0 Le1 C1
c

"21#

ou�

a0�
0
1 $0¦a1

9¦
sin"l1#

l1 00−
l1

1

l1
0 1% "22#

a1�1

sin0
l1

1 1
l1 00¦

l1
1

l1
0 1 "23#

a0×9 puisque l0×l1[
Cc est de�termine�\ en utilisant l|e�quation "07#\ par la

relation suivante]

0¦a0"Le1¦0#C1
c ¦a1

0 Le1 C3
c �

a1"Le1−0#RTCc

v1
[ "24#

On peut montrer graphiquement en tracžant RT�f"Cc#
qu|il existe un nombre de Rayleigh critique RTC au dess!
ous duquel l|e�quation "24# n|admet pas de solution]

RTC�
1v1a0Ccr "1a0 Le1 C1

cr¦Le1¦0#

a1"Le1−0#
[ "25#

Ccr est la valeur de Cc pour RT�RTC[ Elle est donne�e par]

Ccr � 2
0

Le z5a0

ðz"Le1¦0#1¦01 Le1−"Le1¦0#Ł0:1

"26#
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or RT×9\ donc Cc et Ccr sont de me¼me signe que
a1"Le1−0#[

Pour un e�coulement monocellulaire "n�9#\ a1×9\
donc CT\ CS\ Cc et Ccr sont positifs pour Le×0 et ne�gatifs
pour Le³0[

Rappelons que les constantes a0\ a1 et v de�pendent du
mode d|e�coulement conside�re� "i[e[ de�pendent du nombre
de cellules pre�sentes#[ Ainsi\ chaque type n de solution
admet un nombre de Rayleigh critique au dessous duquel
il ne peut exister[ Des traitements nume�riques de la
relation "25# ont montre� que RTC minimal correspond a�
un e�coulement monocellulaire "n�9#[ Il s|ensuit que pour
RT³RTC"n�9#\ il n|existe pas de solution convective de
type e�coulement paralle�le[

Nous signalons que pour RT×RTC\ l|e�quation "24#
admet deux solutions pour Cc "Cc min et Cc max avec =Cc

min=³=Cc max=# ce qui implique l|existence de deux e�cou!
lements d|intensite�s di}e�rentes mais constitue�s d|un
me¼me nombre de cellules "l|e�coulement le plus intense
correspond a� Cc�Cc max#[ Une me�thode ite�rative est
utilise�e pour de�terminer Cc[

A l|aide des relations "7# et "8# on calcule Nu et Sh]

Nu�
"0¦a0C1

c #

0¦C1
c ða0−a1

1Ł
"27#

Sh�
"0¦a0 Le1 C1

c #

0¦Le1 C1
c ða0−a1

1Ł
[ "28#

2[0[ Cas de l|e�coulement de Darcy DaW0

Si on fait tendre Da vers 9\ l|e�quation "12# montre que
l0 tend vers ¦�\ et d|apre�s la relation "11#]

tan0
l1

1 1:−�[

Ce qui donne

l1¹p"0¦1n#\ n$IN "39#

La relation "13# conduit a�]

v¹l1¹p"0¦1n#[ "30#

Dans ces conditions on a]

a9¹9\ a0¹
0
1

et a1¹

1 sin0
v

1 1
v

"31#

Ainsi on retrouve les re�sultats de Mamou et al[ ð08Ł pour
le cas de Da�9]

RTC�

v2 sin0
v

1 1Ccr "Le1C1
cr¦Le1¦0#

1"Le1−0#
"32#

Ccr�2
0

Le z2
ðz"Le1¦0#1¦01 Le1−"Le1¦0#Ł0:1

"33#

Nu�
v1"1¦C1

c #

1v1¦C1
c "v1−7#

"34#

Sh�
v1"1¦Le1 C1

c #

1v1¦Le1 C1
c "v1−7#

[ "35#

Pour C"x# et v"x# on obtient une concordance si on
s|e�loigne du voisinage imme�diat des parois\ c|est!a�!dire
des positions x�20:1[ Dans ce cas on a]

C"x# � Cc cos"vx# "36#

v"x# � vCc sin"vx#[ "37#

En fait pour x voisin de 20:1\ la relation "11# indique
bien que les deux termes de la relation "15# sont du me¼me
ordre[ Cela provient de la condition de non glissement
"i[e[ vitesse nulle sur les parois solides# impose�e dans le
cas du mode�le de Brinkman[ Une telle condition n|est
pas ve�ri_e�e dans le mode�le de Darcy qui donne une vitesse
maximale sur les parois ðrelation "37#Ł[ Il faut noter que
la zone de de�saccord entre les deux mode�les est d|autant
plus e�troite que Da tend vers 9[ Il s|ensuit que les
expressions de la tempe�rature et de la concentration cor!
respondant aux deux mode�les concordent dans tout le
domaine[

2[1[ Cas de l|e�coulement d|un ~uide pur "Da�0#

Quand Da tend vers �\ de la relation "12# on de�duit
que l0¹l1 et l|e�quation "11# devient]

tanh0
l0

1 1�−tan0
l0

1 1[ "38#

Donc l0 et l1 "et par la� a9\ a0\ et a1# ne de�pendent d|aucun
parame�tre une fois le mode d|e�coulement n est _xe�[ Pour
un e�coulement monocellulaire "n�9#]

l0�l1�3[62[

La relation "13# montre que]

v1�Da l3
0[ "49#

Si on remplace v1 dans l|e�quation "24# en utilisant le
nombre de Rayleigh correspondant au milieu ~uide]
RTF�"RT:Da#\ on obtient pour l|e�quation de Cc]

0¦a0"Le1¦0#C1
c

¦a1
0 Le1 C3

c �
a1"Le1−0#RTFCc

l3
0

[ "40#

Le nombre de Rayleigh critique RTFC est de�duit de l|e�qu!
ation "25#]

RTFC�
RTC

Da
�

1l3
0a0Ccr "1a0 Le1 C1

cr¦Le1¦0#

a1"Le1−0#
[ "41#

Ce re�sultat peut e¼tre e�galement de�duit de la solution
ge�ne�rale obtenue par Mamou et al[ ð07Ł pour le cas d|une
couche verticale ~uide doublement di}usive[

Il s|ensuit que\ dans ce cas limite\ l|e�coulement et les
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transferts de chaleur et de masse ne de�pendent que de
RTF et Le[ En fait pour Da�0\ on peut ne�gliger le terme de
gauche dans l|e�quation "0# et l|e�quation du mouvement
devient inde�pendante de Da]

93C−RTF0
1T
1x

¦N
1S
1x 1�9[ "42#

Rappelons que lorsqu|on utilise la vorticite� V\ l|e�quation
du mouvement en re�gime stationnaire pour le milieu ~u!
ide est]

u
1V
1x

¦v
1V
1y

�Pr 91V¦Pr RTF0
1T
1x

¦N
1S
1x 1 "43#

ou� ]

V�−91C[ "44#

Si la condition d|e�coulement paralle�le est satisfaite ði[e[
u�9 et V�V"x#Ł\ le terme de transport dans l|e�quation
"43# "termes d|inertie de gauche# s|annule[ Celle!ci se
rame�ne alors a� l|e�quation "42# re�gissant le milieu de
Brinkman quand Da�0[ Dans cette limite\ le mode�le de
Brinkman de�crit le comportement de l|e�coulement d|un
milieu ~uide en l|absence des forces d|inertie "i[e[ sur la
base des e�quations de Stokes#[

3[ Solution nume�rique

Pour la re�solution nume�rique\ on a adopte� une tech!
nique similaire a� celle de Vasseur et Robillard ð03Ł[ L|e�qu!
ation du mouvement est e�crite sous forme transitoire en
fonction de la vorticite� V[ Le syste�me d|e�quations re�solues
s|e�crit comme suit]

1V
1t

¦V�Da 91V¦RT0
1T
1x

−
1S
1x 1 "45#

91C�−V "46#

1T
1t

¦u
1T
1x

¦v
1T
1y

�91T "47#

o
1S
1t

¦u
1S
1x

¦v
1S
1y

�
0
Le

91S "48#

u�
1C
1y

^ v�−
1C
1x

[ "59#

La re�solution nume�rique est e}ectue�e a� l|aide de la
me�thode ADI[ Un sche�ma centre� du second ordre est
utilise� pour la discre�tisation des e�quations[ L|e�quation de
C ðe�quation "46#Ł est re�solue par la me�thode S[O[R[ La
sous relaxation de V dans la re�solution de l|e�quation "45#
a e�te� trouve�e tre�s utile pour acce�le�rer la convergence
quand Da devient relativement e�leve� "−09−1#[ Le par!
ame�tre o n|a pas d|importance en re�gime stationnaire\
cependant on l|a utilise� comme facteur de relaxation pour
acce�le�rer la convergence particulie�rement si Le est e�leve�
"on tient a� ce que le produit o Le soit voisin de 0#[

Fig[ 0[ Syste�me e�tudie�[

Un maillage uniforme est utilise�[ Le nombre de noeuds
de�pend des parame�tres du proble�me "RT\ Le et Da# et
peut atteindre 79×079 respectivement dans les direction
x et y[ Le programme e�labore� est teste� en prenant comme
re�fe�rences les re�sultats de Mamou et al[ ð09Ł et Vasseur et
Robillard ð03Ł[ Dans la plupart des cas les re�sultats
obtenus par ces auteurs ont e�te� reproduits avec des
di}e�rences infe�rieures a� 0[4)[

4[ Discussion

4[0[ Nombre de Raylei`h critique

Pour Le et Da donne�s\ RTC augmente avec le mode
d|e�coulement n "re�sultats non pre�sente�s#[ Cette aug!
mentation indique simplement que la plus petite valeur
de RTC est obtenue pour un e�coulement monocellulaire
"n�9#[ Des re�sultats similaires ont e�te� reporte�s par
Mamou et al[ ð08Ł en e�tudiant la double di}usion dans
un milieu poreux de Darcy[ Cependant\ malgre� le fait que
les calculs analytiques ont montre� que ces proble�mes
admettent plusieurs solutions\ seuls les modes d|e�c!
oulements unicellulaires "n�9# ont pu e¼tre obtenus
nume�riquement[ Toutes les tentatives nume�riques faites
pour n�9\ en prenant comme conditions initiales des
solutions analytiques multicellulaires convergent vers une
solution nume�rique monocellulaire[ Une analyse de sta!
bilite� serait ne�cessaire pour con_rmer l|existence phys!
ique ou mathe�matique des solutions multicellulaires[
Pour cette raison on ne conside�rera que les re�sultats cor!
respondant a� des solutions monocellulaires "n�9#[

La _gure 1 montre l|e�volution du nombre de Rayleigh
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critique RTC en fonction de Le pour di}e�rentes valeurs de
Da dans le cas d|un mode d|e�coulement monocellulaire
"n�9#[ On peut voir que RTC tend vers ¦� quand Le
tend vers 0[ Ceci re�sulte de l|inexistence de solution con!
vective stationnaire pour Le�0[ Nume�riquement\ il a e�te�
bien ve�ri_e� que pour Le�0 la solution converge toujours
vers l|e�tat de repos\ et ce\ inde�pendamment de RT et de
la perturbation initiale[ Ce re�sultat est en accord avec
les constatations de Trevisan et Bejan ð0Ł et Gobin et
Bennacer ð2Ł qui ont travaille� respectivement sur des
couches verticales poreuses et ~uides[ On peut remarquer
aussi que pour des valeurs donne�es de Da et RT\ il existe
une gamme de Le telle que Lecr min³Le³Lecr max\ pour
laquelle il n|y a pas de solution convective[ Les valeurs
de Lecr min et Lecr max "Lecr min³0³Lecr max# sont de�ter!
mine�es par la re�solution de l|e�quation "25# "avec Lecr min�
9 si RT³RTC"Le�9##[ Le nombre de Rayleigh critique
RTC augmente de facžon monotone avec Da et sa variation
devient line�aire pour Da e�leve�] "RTC�RTFC Da#[ Ainsi\
pour des valeurs donne�es de Le et RT il existe une valeur
critique de Da au dela� de laquelle il n|y a pas de solution
convective "i[e[ au dela� de laquelle RT devient infe�rieur a�
RTC#[ Quand Le:9\ RTC tend asymptotiquement vers la
valeur]

RTC�
1v1za0

a1

[ "50#

Quand Le:¦�\ on obtient]

RTC�
1v1za0

a1 Le
�

RTC"Le�9#
Le

[ "51#

Pour Da¹9\ on trouve que RTC"Le�9#¹10[81[ Pour le
milieu ~uide "Da e�leve�#\ RTFC"Le�9#¹0193[8[ Les
expressions asymptotiques "50# et "51# peuvent e¼tre util!
ise�es pour de�terminer les nombres de Rayleigh critiques
respectivement pour LeE9[0 et Le−09 avec une erreur
infe�rieure a� 1)[

La transition entre le re�gime di}usif pur et le re�gime
convectif au sein d|une cellule soumise a� des forces de
volume solutale et thermique e�gales et oppose�es a e�te�
e�tudie�e dans le passe� par di}e�rents auteurs ð1\ 19Ð11Ł sur
la base de la stabilite� line�aire[ Dans ces e�tudes les parois
verticales des cellules e�taient maintenues a� des tem!
pe�ratures et des concentrations constantes et di}e�rentes[
Dans le cas d|une matrice poreuse de Darcy d|extension
in_nie\ il a e�te� trouve� par Charrier!Mojtabi et al[ ð1Ł et
Mamou et al[ ð19Ł que le nombre de Rayleigh super!
critique R sup

TC\ marquant la naissance de la convection\
e�tait donne� par le groupement R sup

TC=0−Le=�094[2[ Dans
le cas d|une couche ~uide d|extension in_nie\ les valeurs
R sup

TFC=0−Le=�5498\ 5400 et 5519 ont e�te� obtenues re!
spectivement par Xin et al[ ð10Ł\ Mamou et al[ ð11Ł et
Ghorayeb et Mojtabi ð12Ł[ Re�cemment Mamou et al[ ð13Ł
ont e�tudie� la stabilite� d|une couche poreuse de Brinkman
soumise a� des conditions aux frontie�res de type Dirichlet

et Neuman[ Les cas limites de milieux ~uides et poreux
ont e�te� conside�re�s par ces auteurs[

Le nombre de Rayleigh critique R sup
TC\ pre�dit par la

the�orie line�aire\ fournit la limite au dela� de laquelle le
re�gime de double di}usion pure devient instable quelle
que soit l|amplitude de la perturbation[ D|un autre co¼te�\
le nombre de Rayleigh critique pre�dit par la the�orie "non
line�aire# de l|e�coulement paralle�le correspond en fait a� un
nombre de Rayleigh sous critique[ Ainsi\ pour RTCE

RTER sup
TC\ il existe deux solutions stables^ une solution

convective et la solution conductive[ L|obtention de la
solution convective ne�cessite un choix approprie� de la
perturbation initiale[ Lorsque RT−R sup

TC\ seule une solu!
tion convective existe\ qui correspond a� celle pre�dite par
la pre�sente the�orie\ lorsque l|hypothe�se de l|e�coulement
de type paralle�le est satisfaite[

4[1[ Effet du rapport de forme

L|hypothe�se d|un e�coulement paralle�le n|est ve�ri_e�e
que lorsque le rapport de forme de la couche poreuse est
su.samment grand de facžon a� rendre les e}ets des parois
horizontales ne�gligeables ð14Ł[ Des tests nume�riques ont
e�te� e}ectue�s en re�solvant les e�quations du proble�me dans
leur inte�gralite� pour e�tudier l|in~uence du rapport de
forme A sur la condition du paralle�lisme de l|e�coulement[
En examinant l|e�volution du rapport des nombres de
Nusselt nume�rique et analytique Nu:Nua "qui doit valoir
0 pour un e�coulement paralle�le# en fonction de A "re�sult!
ats non pre�sente�s ici#\ il a e�te� e�tabli que le rapport Nu:Nua

devient constant a� partir d|une certaine valeur du rapport
de forme qui de�pend des parame�tres du proble�me[ A tire
indicatif\ pour RT�49\ Da�9[90 et Le�09 le rapport
Nu:Nua devient inde�pendant de A pour A−1[ Alors que
pour RT�199\ Da�09−2 et Le�19\ un rapport de forme
A−09 est ne�cessaire pour retrouver nume�riquement le
re�sultat analytique[ D|une facžon ge�ne�rale\ on a trouve�
que la valeur de A permettant de satisfaire la condition
du paralle�lisme de l|e�coulement\ augmente quand RT aug!
mente ou Da diminue[ Quant a� l|augmentation de Le\
elle engendre une augmentation de A pour Le×0 et une
diminution de A pour Le³0 "voir ulte�rieurement le sens
de l|intensi_cation de l|e�coulement avec Le#[

Pour illustrer l|in~uence du rapport de forme sur les
champs d|e�coulement\ de tempe�rature et de concen!
tration\ on pre�sente sur la _gure 2 les lignes de courant\ les
isothermes et les lignes de concentration pour RT�199\
Da�09−2\ Le�19 et di}e�rentes valeurs de A "A�1\ 3 et
09#[ Pour A�1\ la _gure 2"a# montre que l|e�coulement
pre�sente une inclinaison par rapport a� la verticale dans
la re�gion centrale de la cavite� indiquant ainsi que la com!
posante horizontale de la vitesse n|est pas nulle[ Cette
inclinaison devient de moins en moins visible a� mesure
que A augmente " _gure 2"b# et "c##[ De plus\ l|e�coulement
horizontal ayant lieu dans les parties infe�rieure et supe�r!
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Fig[ 1[ E}et de Le sur le nombre de Rayleigh critique pour
di}e�rents Da et n�9 "mode unicellulaire#[

ieure de la cavite� occup plus de la moitie� de la couche
poreuse pour A�1[ L|augmentation de A tend a� rendre
ne�gligeable la portion occupe�e par cet e�coulement[ Rap!
pelons que l|hypothe�se d|un e�coulement paralle�le se tra!
duit dans les calculs analytiques par une composante
transversale de la vitesse e�gale a� ze�ro\ ce qui signi_e
l|absence totale de l|e�coulement horizontal dans le coeur
de la cavite�[ On peut voir aussi que le champ de tem!
pe�rature pre�sente\ pour toutes les valeurs de A consi!
de�re�es\ une strati_cation line�aire "i[e[ gradient vertical
constant# au milieu de la couche poreuse[ Par contre\
pour le champ de concentration\ la strati_cation ne se
manifeste que pour A�09[ En fait pour Le�19\ le
coe.cient de di}usion thermique est nettement supe�rieur
au coe.cient de di}usion massique[ Le champ de concen!
tration est donc le plus in~uence� par les e}ets convectifs
et par la� il est plus a}ecte� par les anomalies que pre�sente
l|e�coulement pour des faibles valeurs A[ Tous les re�sultats
nume�riques pre�sente�s dans cette e�tude ont e�te� obtenus
avec un rapport de forme A�09[ Pour un tel rapport
d|aspect les re�sultats nume�riques indiquent que les nom!
bres de Nusselt et de Sherwood\ sont inde�pendants de
l|altitude\ en accord avec les pre�dictions the�oriques ðe�qua!
tions "7# et "8#Ł[

4[2[ In~uence de RT

Les e�volutions de Cext\ Nu et Sh "correspondant aux
solutions convectives# en fonction de RT sont pre�sente�es
sur les _gures 3"aÐc# pour Le�09 et Da�09−2 et 09−0[
Les solutions convectives\ comme le montrent ces _gures\
ne peuvent e¼tre obtenues que pour RT−1[54 pour
Da�09−2 et RT−04[14 pour Da�09−0[ On voit aussi que
deux solutions convectives sont possibles pour RT×RTC^
l|une correspondant a� Cc max et l|autre a� Cc min[ Pour
les deux solutions\ Cext est positif ce qui signi_e que les
mouvements de recirculation correspondants se font dans
le sens trigonome�trique[ La solution correspondant a�

Fig[ 2[ Lignes de courant\ isothermes et lignes de concentration
pour RT�199\ Le�19 et Da�9[990] "a# A�1^ "b# A�3^ et
"c# A�09[

Cc max montre une augmentation de Cext\ Nu et Sh avec
RT\ alors que l|autre solution montre le contraire avec
une tendance a� ramener l|e�coulement vers le repos
"Cext:9\ Nu:0 et Sh:0# quand RT:¦�[ On voit aussi
que les re�sultats nume�riques concordent bien avec la
solution correspondant a� Cc max[ L|autre solution n|a
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pas pu e¼tre obtenue nume�riquement me¼me avec l|utilis!
ation de la solution analytique comme condition initiale[
Une analyse de stabilite� montrerait probablement que
la branche de la solution correspondant a� Cc min est
instable[ Quand le nombre de RT devient su.samment
e�leve� l|intensite� de l|e�coulement augmente d|une facžon
monotone avec RT\ alors que Nu et Sh pre�sentent un
comportement asymptotique[ En fait pour RT e�leve�\ Cext

correspondant a� Cc min devient]

Cext�"0−a9#Cc min�"0−a9#
v1

a1"Le1−0#
R−0

T

donc Cext et Cc min tendent vers 9 "Nu:0 et Sh:0# quand
RT:¦�[ Pour la solution correspondant a� Cc max on a]

Cext�"0−a9#Cc max�"0−a9#$
a1"Le1−0#

a1
0v

1 Le1 %
0:2

R0:2
T [

Cext et Cc max tendent vers ¦� quand RT:¦�\ donc
selon les relations "27# et "28#\ Nu et Sh ne de�pendent que
de Da]

Nu�Sh�
a0

a0−a1
1

[

En fait quand Cc:¦�\ on peut ve�ri_er que]

CT:9 et CS:9

CTCc�Le CSCc�
a1

a0

[

Ainsi\ les pro_ls horizontaux de tempe�rature et de con!
centration deviennent identiques et inde�pendants de Le
et RT[ L|e�volution de Nu "Sh�Nu# en fonction de Da
dans ce cas limite est montre�e sur la _gure 4[ Quand Da:
9\ Nu tend asymptotiquement vers la valeur 4[168 qui a
e�te� trouve�e par Mamou et al[ ð19Ł dans le cas du mode�le
de Darcy[ Quand Da augmente\ Nu diminue et tend
asymptotiquement vers 2[118[ Cette valeur cor!
respondant au milieu ~uide est en accord avec les re�sultats
de Mamou et al[ ð07Ł[

Par ailleurs la relation "15#\ montre que les nombres
de RT et Le n|in~uencent le champ de vitesse que par
l|interme�diaire de la constante Cc[ Il s|ensuit que l|aug!
mentation de RT et par la� celle de Cc "on s|inte�resse a�
Cc�Cc max# intensi_e l|e�coulement sans changer la dis!
tribution de vitesse "le rapport des vitesses en deux pos!
itions di}e�rentes est inde�pendant de Cc#[ Ce qui implique
l|impossibilite� d|obtention des pro_ls de couche limite
dans ce proble�me[ Signalons que dans le cas ou� les con!
vections thermique et massique coope�rent\ Alavyoon ð7Ł
et Mamou et al[ ð00\07Ł ont montre� qu|un comportement
de type couche limite se manifeste quand le nombre de
Rayleigh devient assez e�leve�[ Dans cette e�tude Nu et Sh
augmentent inde�_niment avec le nombre de Rayleigh[
Cependant\ quand les e}ets thermiques et massiques sont
oppose�s\ il existe des situations ou� les pro_ls de vitesse
ne peuvent pas e¼tre de type couche limite et ce\ inde�!
pendamment du nombre de Rayleigh[

Fig[ 3[ E}et de RT pour Le�09 et Da�9[990 et 9[0] "a# intensite�
de l|e�coulement^ "b# nombre de Nusselt^ et "c# nombre de Sher!
wood[

4[3[ Evolution des valeurs critiques

Sur les _gures 5"a# et "b#\ on montre l|e�volution de
Cextcr\ Nucr et Shcr "pour un e�coulement monocellulaire
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Fig[ 4[ Variation du nombre de Nusselt en fonction de Da pour
RT�¦�[

Cext�C"x�9#�Cc"0−a9# et il est de me¼me signe que
Cc# en fonction de Le pour di}e�rentes valeurs de Da et
pour RT�RTC[ Pour cette valeur de RT on a une seule
solution convective "i[e[ Cc max�Cc min#[ On voit que ces
quantite�s varient tre�s peu avec Da[ Pour Le voisin de
9 ou� les e�carts enregistre�s sont les plus importants\ les
variations de Cextcr et Nucr restent de l|ordre de 01)
quand Da passe de 9 a�� ¦�[ On note aussi des com!
portements asymptotiques pour ces caracte�ristiques
quand Le tend vers 9 ou vers ¦�[ En fait\ selon la
relation "26#\ quand Le:9\ on obtient]

Ccr�
0

za0

Cextcr�
0

za0

"0−a9#[

En remplacžant Ccr par son expression dans les relations
"27# et "28#\ on obtient]

Nucr�
1a0

1a0−a1
1

Shcr�0[

La limite Le:¦� donne]

Ccr�
0

Le za0

Cextcr�
0

Le za0

"0−a9#[

Ainsi\ Ccr et Cextcr tendent vers 9\ Nucr:0 et Shcr:
Nucr"Le:9#[ On peut noter aussi que lorsque Da aug!
mente "RTC augmente avec Da#\ il engendre une aug!
mentation de l|intensite� de l|e�coulement mais une dim!
inution de Nucr et Shcr[ Cela peut s|expliquer par le fait que
lorsque Da diminue le maximum de vitesse s|approche des
parois actives[ On assiste ainsi a� une intensi_cation de
l|e�coulement aux voisinages de celles!ci quand Da
diminue bien que l|intensite� globale de l|e�coulement
diminue\ ce qui favorise les transferts convectifs[ Quand

Le:0\ RTC:¦�\ cependant l|intensite� de l|e�coulement
reste _nie et on a]

=Cextcr=�
0

z2a0

"0−a9#[

La discontinuite� de Cextcr au voisinage de Le�0 est due
tout simplement au changement de sens du mouvement
du ~uide avec le signe de "Le1−0#[ Cette discontinuite�
n|a}ecte pas Nucr et Shcr car l|intensite� de l|e�coulement
"=Cextcr=# est continue[

4[4[ Effet du nombre de Lewis Le

L|e}et de Le sur l|e�coulement du ~uide et les transferts
de chaleur et de masse est illustre� sur les _gures 6"aÐc#
pour RT�099 et Da�09−2 et 09−0[ Pour Da�09−2\ on
note l|absence de la solution convective pour
9[79³Le³0[19 "la gamme de Le pour laquelle
RTC×RT�099#[ Pour Da�09−0\ cette gamme de Le s|e�l!
argit pour devenir 9ELe³1[08[ On constate un bon
accord entre la solution nume�rique et la solution ana!
lytique correspondant a� Cc�Cc max[ Cext\ Nu et Sh pre�!
sentent des comportements asymptotiques quand Le tend
vers 9 ou ¦�[ En fait pour Le:9\ on trouve d|apre�s
l|e�quation "24#]

Cc max�

−a1RT

v1
−$0

a1RT

v1 1
1

−3a0%
0:1

1a0

Cc min�

−a1RT

v1
¦$0

a1RT

v1 1
1

−3a0%
0:1

1a0

[

Donc Cext\ Nu et Sh deviennent inde�pendants de Le et la
relation "28# montre bien que Sh:0 quand Le:9[ La
_gure 6"c# montre que pour Le³0 il existe une valeur de
Le pour laquelle Sh passe par un maximum lorsque la
solution convective existe "i[e[ RT×RTC"Le�9##[ Pour
Le:¦�\ on a]

Cc min�
v1

a1RT Le1
[

Ainsi\ Cc min:9 et Nu et Sh correspondants tendent vers
0[ Cc max ve�ri_e la relation]

a1
0C2

c max¦a0Cc max−
a1RT

v1
�9[

L|e�volution de Cext " _gure 6"a## "pour la solution cor!
respondant a� Ce�Cc max qu|on peut obtenir nume�rique!
ment#\ montre que l|intensite� de l|e�coulement "=Cext=# aug!
mente avec Le quand Le×0 et varie dans le sens contraire
de Le quand Le³0[ Ce qui peut bien expliquer les
re�sultats expose�s au de�but concernant le rapport de
forme[ La chute de Sh vers 0 quand Le:9 s|explique par
le fait que le coe.cient de di}usion massique devient
important et le champ de concentration se trouve domine�
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Fig[ 5[ Variations des valeurs critiques correspondant a� RT�RTC

en fonction de Le pour di}e�rents Da] "a# Cext^ et "b# Nu et Sh[

par les e}ets di}usifs[ La _gure 6"a# montre aussi que
pour Le×0^ Cext×9\ ce qui implique que la cellule de
recirculation tourne dans le sense trigonome�trique[ Pour
Le³0^ Cext³9 et le sense du mouvement s|inverse[ Selon
les conditions de la _gure 0\ la chaleur et la matie�re sont
introduites du co¼te� droit "paroi verticale droite#[ Donc la
convection thermique a tendance a� diminuer la masse
volumique du ~uide situe� au voisinage de la paroi droite
"bT×9# pour cre�er un mouvement dans le sens trigono!
me�trique[ Pour que les forces de convection massique
produisent un e}et oppose� "i[e[ tendent a� augmenter la
masse volumique du ~uide avoisinant la paroi droite pour
induire un mouvement dans le sens horaire#\ il faut avoir
bS³9[ Si bS×9\ alors le ~ux de masse doit e¼tre introduit
du co¼te� gauche[ Pour faciliter la discussion\ nous avons
adopte� la premie�re situation "bS³9#[ En fait pour Le×0\
on peut montrer a� partir des relations "03# et "04# que
le gradient horizontal de tempe�rature est supe�rieur au
gradient de concentration]

dS
dx

−
dT
dx

³9[

Fig[ 6[ E}et de Le pour RT�099 et Da�9[990 et 9[0] "a# intensite�
de l|e�coulement^ "b# nombre de Nusselt^ et "c# nombre de
Sherwood[

La masse volumique du ~uide "caracte�rise�e par
ra�S−T# diminue ainsi quand x augmente\ et le ~uide
le moins dense se situe dans la partie droite de la cavite�[
Cela implique que les e}ets thermiques l|emportent sur
les e}ets massiques pour Le×0 et justi_e le fait que le
mouvement de recirculation est dans le sens trigono!
me�trique dans ce cas[ De la me¼me facžon on peut montrer
que les e}ets massiques sont plus importants pour Le³0
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Fig[ 7[ Variations de Nu en fonction de Da pour RT�199 et
Le�09[

et le sens du mouvement de recirculation s|inverse[
L|e�tude nume�rique e}ectue�e par Mamou et al[ ð09Ł\ dans
le cas d|une cavite� carre�e dont les faces verticales sont
soumises a� des ~ux de chaleur et de masse uniformes\
montre que pour N�−0 et Le�09\ l|e�coulement est
impose� par les forces de convection thermique[ La me¼me
constatation a e�te� faite par Shyy et Chen ð3Ł dans le
cas d|une cavite� carre�e remplie d|un ~uide "N�−0 et
Le�5[60#[

Les relations "03# et "04# montrent aussi qu|a� l|inte�rieur
du domaine "a1×9 pour un e�coulement monocellulaire#
on a]

duS

dx
³0 et

duT

dx
³0[

Donc ces relations traduisent le fait que les ~ux de chaleur
et de masse impose�s au niveau de la frontie�re "et qui
valent 0# se divisent a� l|inte�rieur du domaine en des por!
tions de conduction "duS:dx et duT:dx# et des portions de
convection "CTC et CT Le C#[ Pour Le×0 par exemple\
les e}ets di}usifs sont plus importants dans le cas du
champ thermique\ donc duT:dx est plus proche de l|unite�
"sa valeur pour la di}usion pure# que duS:dx[ C|est ainsi
que le gradient horizontal de tempe�rature devient supe�r!
ieur au gradient horizontal de concentration pour Le×0[

4[5[ Effet du nombre de Darcy Da

La _gure 7 montre l|in~uence de Da sur le nombre
de Nusselt pour RT�199 et Le�09[ On observe une
diminution de Nu quand Da augmente[ En fait\ en pass!
ant de Da�9 a� Da�0\ la valeur de Nu est presque divise�e
par 2[ Les variations de Cext et Sh en fonction de Da "non
pre�sente�es ici# montrent une tendance similaire a� celle de
Nu[ De plus il a e�te� constate� que l|e}et de Da est plus
marque� pour Cext[ En e}et\ pour Da�0\ l|intensite� de
l|e�coulement\ compare�e a� celle obtenue pour Da�9\ est
re�duite de presque neuf fois[ La diminution du transfert
de chaleur et de l|intensite� de l|e�coulement avec Da a e�te�

e�galement mise en e�vidence par Lauriat et Prasad ð02Ł et
Vasseur et Robillard ð03Ł dans le cas de la convection
thermique pure[ Sur la _gure 7 sont e�galement pre�sente�s
les re�sultats correspondant a� un milieu purement ~uide[
Ces re�sultats sont obtenus nume�riquement par la re�s!
olution des e�quations "43#\ "46#Ð"59# "avec o�0# qui
re�gissent le milieu ~uide "avec Pr�0#[ Les re�sultats
obtenus avec le mode�le de Brinkman s|approchent de
ceux d|un milieu ~uide a� mesure que Da augmente et ils
coincident lorsque Da−9[2[

Rappelons que les re�sultats du milieu ~uide sont
inde�pendants du nombre de Pr tant que la condition de
l|e�coulement paralle�le reste satisfaite[ Une e�tude de�taille�e
de l|in~uence de Pr sur les re�sultats du milieu ~uide quand
RT et Le varient n|est pas l|objet du pre�sent travail[ Ne�an!
moins\ pour RT�199\ Le�09 et Da�9[4\ nous avons
trouve� que pour Pr−9[4\ les re�sultats du milieu ~uide
sont presque inde�pendants de Pr et concordent bien avec
ceux du mode�le de Brinkman[ Cependant\ pour des
valeurs de Pr en dessous de cette limite\ la divergence
entre les deux re�sultats s|accentue de plus en plus a� mesure
que Pr diminue[ Pour Pr�9[92 par exemple\ la structure
des lignes de courant obtenues nume�riquement "mais non
pre�sente�es ici# a montre� que l|hypothe�se de l|e�coulement
paralle�le n|est plus valable[ On a observe�\ pour A�7\
l|apparition de trois petites cellules de recirculation iden!
tiques au sein de l|e�coulement et dispose�es de manie�re a�
former une structure pe�riodique dans la direction vert!
icale[ Pour des valeurs supe�rieures de A\ l|e�coulement ne
pre�sente pas une structure de type e�coulement paralle�le[
Le de�saccord observe� entre les re�sultats nume�riques du
mode�le de Brinkman et ceux du milieu ~uide pour les
faibles valeurs de Pr est conforme aux observations de
Lauriat et Prasad ð02Ł qui indiquent que le mode�le de
Brinkman n|est pas valide pour des valeurs de Pr rela!
tivement faibles[

4[6[ Analyse de la masse volumique du ~uide

Selon Alavyoon et al[ ð8Ł\ seules les solutions ana!
lytiques ve�ri_ant Cr�CS−CT³9 "Cr caracte�rise le gradi!
ent vertical de la masse volumique# peuvent e¼tre en accord
avec les solutions nume�riques[ Cela implique que la masse
volumique du ~uide dans le milieu poreux doit diminuer
dans la direction ascendante[ Dans la pre�sente e�tude nous
avons trouve� que les re�sultats analytiques et nume�riques
concordent bien inde�pendamment du signe de Cr^ c|est!
a�!dire me¼me pour une masse volumique du ~uide aug!
mentant dans la direction ascendante[ En fait\ pour des
valeurs donne�es de RT et Da\ on peut montrer a� partir
des relations "20# et "21# que lorsque Le:9\ CS:9 et CT

tend vers une constante ne�gative[ Donc\ il existe une
valeur de Le au dessous de laquelle Cr×9[ Par ailleurs\
si on _xe le nombre de Rayleigh solutal RS�RT Le\ on
montre que lorsque Le:¦�\ le produit Cc max Le tend
vers une constante positive "et Cc max:9# donc Cr tend



A[ Amahmid et al[ : Int[ J[ Heat Mass Transfer 31 "0888# 1880Ð29942993

Fig[ 8[ Pro_ls de ra pour RT�099\ Le�9[90 et Da�9[90]
"a# pro_l horizontal^ et "b# pro_l vertical[

vers une constante positive d|apre�s les relations "20# et
"21# "i[e[ pour une valeur donne�e de RS\ il existe une
valeur de Le fonction de Da\ au dela� de laquelle Cr×9#[

Sur les _gures 8"a# et "b# nous avons trace� les pro_ls
horizontaux et verticaux de ra pour RT�099\ Da�9[90
et Le�9[90 "Cr�9[02#[ Le parame�tre ra�S−T car!
acte�rise la variation spatiale de r[

Le pro_l horizontal de ra "Fig[ 8"a## montre une aug!
mentation de ce parame�tre avec x ce qui implique que les
e}ets massiques l|emportent sur les e}ets thermiques et
le mouvement du ~uide se fait dans le sens horaire comme
discute� ante�rieurement pour Le³0[ L|accord est excellent
entre les re�sultats analytiques et nume�riques[ Le pro_l
vertical "_gure 8"b## montre que la masse volumique aug!
mente avec y et les re�sultats nume�riques sont en accords
avec les calculs analytiques\ sauf dans le voisinage imme�!
diat des parois horizontales ou� l|hypothe�se de l|e�c!
oulemenet paralle�le n|est pas valable[

Par ailleurs\ il faut signaler que la diminution de la
masse volumique dans la direction ascendante n|est pas
une condition a� satisfaire chaque fois pour obtenir une
solution physique[ En fait\ si l|on conside�re le cas de la
convection naturelle thermique pure\ cette condition est
fre�quemment non ve�ri_e�e dans les con_gurations ou� le

chau}age est e}ectue� par le bas[ Il est vrai que dans la
con_guration conside�re�e ici "i[e[ parois verticales actives#
cette condition doit e¼tre satisfaite dans le cas ou� les mou!
vements convectifs sont du¼s a� un gradient de tempe�rature
seul\ a� un gradient de concentration seul ou me¼me a� des
gradients combine�s de tempe�rature et de concentration
qui coope�rent[ Si\ par exemple\ on supprime le ~ux de
chaleur dans la pre�sente con_guration\ le ~uide situe� dans
la moitie� droite de la cavite�\ e�tant expose� a� un ~ux de
masse\ se trouve plus concentre� donc plus dense "car
bS³9#\ alors son mouvement sera descendant "le ~uide
situe� dans la moitie� gauche\ e�tant plus le�ger\ aura un
mouvement ascendant#[ De plus\ sa concentration "et par
la� sa masse volumique# augmente en descendant puisqu|il
est toujours expose� au ~ux de masse "la concentration
du ~uide montant\ qui subit une extraction de masse\
diminue#[ C|est ainsi que la masse volumique du ~uide
diminue dans la direction ascendante[ Le me¼me rai!
sonnement s|applique a� un ~ux de chaleur seul[ Main!
tenant conside�rons la pre�sente situation ou� les ~ux de
chaleur et de masse coexistent et prenons par exemple un
cas correspondant a� Le³0\ ou� le mouvement du ~uide
se fait dans le sens horaire[ Le ~uide descendant " ~uide
situe� dans le co¼te� droit#\ e�tant expose� a� des ~ux de chaleur
et de masse\ s|e�chau}e et se concentre[ L|augmentation
de concentration "la composante qui a impose� le sens du
mouvement du ~uide# a tendance a� augmenter sa masse
volumique et l|augmentation de la tempe�rature "la com!
posante qui s|oppose au mouvement cre�e�# a tendance a�
la diminuer[ La composante qui va l|emporter est celle
posse�dant le gradient vertical le plus important[ Si on
prend le cas de Le:9\ le gradient vertical de con!
centration devient ne�gligeable "CS:9# et le gradient ver!
tical de tempe�rature devient dominant et entra(¼ne une
diminution de la masse volumique dans la direction
descendante[

5[ Conclusion

Dans ce travail\ nous avons utilise� le mode�le de Brink!
man pour e�tudier analytiquement et nume�riquement la
convection naturelle thermosolutale induite dans une
couche poreuse verticale soumise a� des ~ux de chaleur et
de masse uniformes[ On s|est inte�resse� particulie�rement
au cas ou� les forces de volume thermiques et solutales sont
oppose�es et de me¼me intensite�[ La solution analytique
de�veloppe�e est base�e sur l|hypothe�se d|un e�coulement
paralle�le dans la re�gion centrale de la cavite�[ Elle a con!
duit a� des re�sultats qui concordent bien avec ceux obtenus
nume�riquement quand le rapport de forme de la matrice
poreuse est su.samment e�leve�[ Le nombre de Rayleigh
RTC\ de�termine� analytiquement en fonction de Le et Da\
correspond au nombre de Rayleigh sous critique a� partir
duquel des solutions convectives de type e�coulement par!
alle�le existent[ Dans la gamme RTCERTER sup

TC\ il existe
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deux solutions stables\ la solution de double di}usion
pure et une solution convective sous!critique[ Lorsque
RT−R sup

TC pre�dit par la the�orie line�aire "voir re�f[ ð13Ł et
ð15Ł# pour l|e�tude de la stabilite� de la solution de double
di}usion pure\ cette dernie�re solution devient instable[ Il
a e�te� trouve� que RTC augmente lorsque Da augmente ou
lorsque Le tend vers l|unite� "par valeurs infe�rieures ou
supe�rieures#[ L|augmentation de Da induit une dim!
inution de l|intensite� de l|e�coulement et des transferts
thermiques et massiques[ Quand RT augmente\ l|intensite�
de l|e�coulement augmente d|une facžon monotone[ Cep!
endent\ les nombres de Nusselt et de Sherwood tendent
asymptotiquement vers une me¼me valeur inde�pendante
de Le et qui diminue avec Da[ La solution de�veloppe�e
tend vers celle correspondant au mode�le de Darcy quand
Da:9[ Les re�sultats du milieu ~uide ont e�te� e�galement
obtenus a� partir de la pre�sente solution pour des nombres
de Darcy et de Prandtl su.samment e�leve�s[
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